I. 


Über die Elemente der Theorie der Eulerschen 
Integrale. 
[Inauguraldissertation, Göttingen 1852.] 


Es ist bekannt, daß die Ausführung der indirekten Operationen 
in der Analysis meist auf viel bedeutendere Schwierigkeiten stößt, 
als die der direkten; aber gerade dieser scheinbar unglückliche Um- 
stand hat auf die Entwicklung der Mathematik stets den günstigsten 
Einfluß ausgeübt. Nicht nur, daß die Besiegung dieser Schwierig- 
keiten, wenn sie möglich, immer einen eigentümlichen Reiz für den 
Mathematiker darbietet, sondern auch gerade die Fälle, in welchen 
dies mit den früher eingeführten Begriffen und Hilfsmitteln nicht 
möglich war, haben immer der weiteren Ausbildung der Mathematik 
ganz neue Felder eröffnet; so führen z. B. die Operationen der 
Subtraktion, Division und Wurzelausziehung auf die Begriffe der 
negativen, gebrochenen und imaginären Zahlen, von denen jeder das 
Gebiet der Mathematik so außerordentlich erweitert hat. Ganz ähnlich 
verhält es sich nun auch in der höheren Analysis mit dem ihr zu- 
grunde liegenden Begriff der Funktion, welcher sich anfangs nur auf 
die in der Elementarmathematik gelehrten Operationen (die ihnen 
entsprechenden Funktionen könnte man füglich Elementarfunktionen 
nennen) und auf deren Zusammensetzung stützt. Die Differential- 
rechnung, der mächtigste Hebel zur Entwicklung der Theorie der 
Funktionen, findet in ihrer Ausführung keine Schwierigkeiten, d. h. 
das Differentiieren der aus den Operationen der Elementarmathematik 
gebildeten Funktionen führt wieder auf eben solche Funktionen. Da- 
gegen ist es der umgekehrten Rechnungsart, welche in ihrer Gesamt- 
heit die Integralrechnung bildet, nur in verhältnismäßig wenigen 
Fällen gelungen, dasselbe zu leisten; in den meisten ist es bisher 


nicht geglückt, oder vielleicht auch ganz unmöglich, die Integrale 
Dedekind, Gesammelte Werke, I. 1 
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gegebener Funktionen mit Hilfe eben solcher darzustellen. Aber 
gerade dieser Umstand hat zu einer beträchtlichen Erweiterung des 
Begriffs der Funktion geführt, indem man solchen nicht darstellbaren 
Integralen neue Namen und Bezeichnungen beigelegt, und sie da- 
durch in den Kreis der früheren Funktionen eingeführt hat. Bei 
der Entwicklung der Theorie solcher Integralfunktionen sind nun 
namentlich die Fälle von der größten Wichtigkeit, in denen sie sich 
auf die bisher allein gebräuchlichen Funktionen zurückführen lassen, 
indem dadurch ihr Verlauf deutlicher hervortritt, und auch oft Mittel 
an die Hand gegeben werden, ihre Berechnung zu erleichtern. Die 
Zusammenstellung dieser Fälle für die Eulerschen Integrale, mit 
besonderer Rücksicht auf die dabei anzuwendende Methode, ist der 
Hauptzweck der folgenden Abhandlung. 


1. 


Es ist zuerst erforderlich, die Fundamentaleigenschaften der 
Eulerschen Integrale kurz in Erinnerung zu bringen. Die Defini- 
tionen dieser Funktionen liegen in den Gleichungen 


(1) B (a,b) = (20111 miep dg u) a [ar-1e-2da. 


Die Integrale rechts heißen Eulersche Integrale der ersten und der 
zweiten Art; die ersteren lassen sich leicht auf die letzteren zurück- 
führen. Führt man nämlich in dem Doppelintegral 


f feretnanıyp-ıdyda = I'(a)I'(b) 
0 0 


für x und y zwei neue Variabeln r und w ein, indem man æ + y 
= r und x = rw setzt, woraus dy dg = rdrdw folgt, so erhält man 


oo 1 
ferrrerd-1dr [went(l -wP1do = Tr(a) r (6) 
0 0 


und daraus zufolge der Definitionen von B und F 

Tr(a) r) 

T (a + b)’ 

woraus sich zugleich ergibt, daß B (b,a) = B (a,b) eine symmetrische 
Funktion von a und b ist, was man auch direkt zeigen kann, wenn 
man in dem Integral B (1 — xv) statt æ setzt. 


(2) B(a,b) = 
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Setzt man in dem Integral I’ ræ statt x, und nimmt r als eine 
positive Konstante an, so erhält man 


(3) [arternds EN Pe 


und hieraus durch nmalige partielle Differentiation in bezug auf r 
die wichtige Relation 


(4) T (u +n) = (u +n — 1)(u +n — 2)... (u + 1)uT (u). 


Es leuchtet ein, daß man T (u) nur für jedes u innerhalb eines 
Intervalls zu berechnen braucht, welches eine Einheit. umfaßt, um 
daraus mit Hilfe dieser Gleichung f'(u) für jedes andere u zu finden. 


2. 


Aus den eben entwickelten Formeln lassen sich wichtige Folge- 
rungen für die Theorie der Eulerschen Integrale ziehen, namentlich 
in bezug auf die Fälle, in denen sie sich ohne Hilfe neuer Funktionen 
darstellen lassen. Da die der ersten Art auf die der zweiten zurück- 
geführt werden können, so beginnen wir mit der Untersuchung der 
letzteren. Nun ist bekannt, daß sich bestimmte Integrale jedesmal 
ermitteln lassen, wenn man die unbestimmten Integrale allgemein 
darstellen kann (vgl. Art. 6); die Integralrechnung lehrt aber, daß 
dies bei dem Integral 


[ar ternde 


nur dann möglich ist, wenn u eine positive ganze Zahl n ist; wir 
können also im voraus schließen, daß dann auch T(n) sich wird an- 
geben lassen. Nun haben wir aber in der Gleichung (4) eine Re- 
duktionsformel gewonnen, welche uns lehrt, wie eine Gammafunktion 
durch eine andere dargestellt werden kann, wenn ihre Argumente 
um eine ganze Zahl differieren; nehmen wir also am einfachsten 
u = 1, so erhalten wir aus der unbestimmten Integration 


6 TI) = (eds 1 und folglich T(n) = (n — 1)(n — 2)... 2.1. 


Dies ist aber auch der einzige Fall, in welchem a priori einleuchtet, 
daß T'(w) sich darstellen läßt. 


1* 
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Einen ähnlichen Weg können wir auch bei den Eulerschen 
Integralen der ersten Art einschlagen, indem wir zunächst die Dar- 
stellbarkeit des unbestimmten Integrals 

[a-i -ap-1de 
untersuchen; dieses gehört bekanntlich zu der Klasse der Integrale 
von sogerannten binomischen Differentialen, welche unter der all- 
gemeinen Form 

far(a +barpdz 
stehen; es ist aber bekannt, daß das binomische Differential jedesmal 
rational und folglich auch integrabel gemacht werden kann, wenn ent- 


weder nt oder nti + p eine ganze Zahl ist, und m, n und p 


rational sind. Damit also das obige unbestimmte Integral darstellbar 
sei, muß entweder a [oder auch b, da ja B (a,b) = B(b,«a) ist] oder 
æ +b eine ganze Zahl sein. Der erste Fall folgt aber auch un- 
mittelbar aus den Formeln (2) und (4); denn wenn æ eine ganze 
Zahl m ist, so geben diese Formeln 
sag — me) _ T(m) sji 
I(m +b) (m—1+b)m—2-+b)...(1+5)b 
und folglich mit Hilfe von der Formel (5) 
N (m — 1)(m — 2)... 2.1 
A a TOTEE y TE AEA EE 
Ebenso erhält man, wenn n eine positive ganze Zahl bedeutet: 
(n—1)(n—2)...2.1 


Bam = ZIFa)m—3+ 0... Fee 
o (m—1)...2.1.—1)...2.1 
a ad E ea | m ray uni va 


Dagegen liefert der zweite Fall, in welchem a + b eine ganze Zahl, 
ohne daß a und b gleichzeitig ganze Zahlen sind, unabhängig von 
den Eulerschen Integralen der zweiten Art, eine neue Klasse von 
Integralen, von denen man a priori behaupten kann, daß sie sich 
darstellen lassen; doch können sie alle folgendermaßen auf ein ein- 
ziges zurückgeführt werden. Ist nämlich æ + b eine ganze positive 
Zahl (positive, weil als bekannt vorauszusetzen ist, daß die Euler- 
schen Integrale für negative Argumente stets unendlich groß aus- 
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fallen), so kann man immer «= m + r, b = n —r setzen, worin 
m und n positive ganze Zahlen, und r ein positiver echter Bruch 
ist. Mit Benutzung der Reduktionsformel (4) findet man dann leicht 
B(m-+r,n—r) = ul 
_ (m—1-+r)(m—2-++r)...rI'(r).(n—1—r)(n—2—r)...(1--r)T(1—r) 
TA (m +n—1)(m+n—2)... 3.2.1 
oder, da aus den Gleichungen (2) und (5) r(r) I’(1—r) = B(r,1—r) 
Bi m—147) ).(i—r) 
m—1+r)...r.(n—l—r)...(1—r 
Mu iik en ren | 
Das Integral B(r, 1—r), auf welches hierdurch die Integrale 

B(m +r, n— r) 

zurückgeführt werden, ist eines der interessantesten der Integral- 
rechnung und namentlich von der größten Wichtigkeit für die 
Theorie der Eulerschen Integrale beider Arten, wie schon aus der 
letzten Gleichung hervorgeht. So einfach aber die Form ist, in 
welcher der Wert desselben dargestellt werden kann, so verschieden- 
artig untereinander und kompliziert sind die Methoden, welche diesen 
Wert kennen lehren. Mit diesem Integral sollen sich daher die 
folgenden Artikel beschäftigen. 


B(r,1—r): 


3. 


Der Gleichmäßigkeit in der Bezeichnung wegen will ich b statt 
r schreiben, und B (b, 1 — b) = T‘(b)T’(1—b) kurz mit B bezeichnen, 
so daß B als Funktion der einen Veränderlichen b aufgefaßt wird; 
zwischen b und B besteht also folgende Gleichung: 


1 


ER Rn". 


(8) ie RR 
a zd=1d® - (7 
| seit Pe pa 
0 0 


Die beiden letzten Formen erhält man, wenn man in den beiden 


ersten x für 1 wi 2 schreibt. Wenn nun schon im vorigen Artikel b 


auf das Intervall zwischen O und 1 beschränkt ist, weil sonst das 
Integral B als Eulersches Integral ein negatives Argument und da- 
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mit einen unendlich großen Wert erhielte, so soll in diesem Artikel 
die Notwendigkeit dieser Beschränkung unabhängig von der Theorie 
der Eulerschen Integrale in aller Strenge erwiesen werden. Größerer 
Allgemeinheit wegen will ich diese Untersuchung nicht unmittelbar 
an das Integral B, sondern an das allgemeinere 


l+2+227 4... +00 
rn 


0 


rı — gm 
db=idg — -1 
aaa e | age" Pıdg 
0 
anknüpfen, welches für m = 1, n = 2 in das Integral B übergeht. 
Die Form rechts erfordert auch nicht einmal, daß m und n ganze 
Zahlen sind; ich will daher gleich zu der Betrachtung des Integrals 


(9) 0) = |] r-t da, 


0 


worin b, u, v beliebige reelle Konstanten bedeuten sollen, übergehen. 

Zuerst wird man leicht einsehen, daß man u und » stets positiv 
annehmen darf, ohr.2 die Allgemeinheit des Integrals zu beeinträch- 
tigen, indem man statt 1— x“ und 1 — x’ auch g“(x-“—1) und 
x” (æ—” — 1) schreiben kann. Zerlegt man dann g„(b) in zwei In- 
tegrale von derselben Funktion, deren Grenzen bzw. 0, 1 und 1, © 


sind, und setzt in dem zweiten Integral > für x, so erhält auch 


dieses die Grenzen 0, 1, und beide lassen sich in 


1 
1 — au dg 
x 


0) = + e-t) 


0 


zusammenziehen. Da nun nach der Voraussetzung u und v positiv 
sind, so ist innerhalb der Integrationsgrenzen für x, d. h. wenn x 


1 — g! i: ; 
a fortwährend eine 


ein positiver echter Bruch ist, der Quotient 
positive endliche Zahl; denn auch für x = 1 erhält dieser Quotient 
einen endlichen Wert, nämlich E. Bezeichnet man daher den größten 


und kleinsten Wert desselben mit M und N, so sind dies ebenfalls 
endliche positive Zahlen, und es ist im ganzen Integrationsintervall 
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M ra >> N, und folglich auch, nach einem bekannten Satze 


ans ihn Theorie der bestimmten Integrale 


1 


1 
M |æ +e E> g0) > N | t ayie 
0 0 
Da nun das Integral, welches zu beiden Seiten von NR mit den 
Faktoren M und N vorkommt, die Werte u. NEn _ eh + œ, oder 
— œ erhält, je nachdem sowohl b als v — u Wy positiv, oder eins 
von beiden 0, oder negativ ist, so folgt, daß nur im ersten Falle 
o (b) einen endlichen, und zwar positiven, in jedem andern aber einen 
unendlich großen Wert erhält; es ist daher erforderlich, daß sowohl 
b als auch v — u —b eine positive Zahl sei, was man durch die 
Bedingung v — u>b>0 ausdrücken kann; hieraus geht zugleich 
hervor, daß v œ> u sein muß. Wird b = 0 oder b = v — u, so 
wird o (b) nicht nur unendlich groß, sondern auch unstetig, indem 
g(b) von + œ in — œ überspringt. l 
Aus der Gleichung (10) läßt sich noch eine interessante Folgerung 
ziehen; setzt man nämlich v — u — b statt b, so erhält man un- 
mittelbar 


und wenn man hierin b = E + b' setzt, in bezug auf b' diffe- 


rentiiert und dann b' —= 0 setzt, so folgt P35 = (0, worin 


o'(b) = = ist; um zu entscheiden, ob der Wert b = 7E 


einem Maximum oder Minimum von ø (b) entspricht, muß man das 
zweite Differentialverhältnis ø” (b) bilden; da dieses durch das Integral 


=: B-1dz(ie) 

0 

dargestellt wird, worin læ den natürlichen Logarithmen von æ be- 
zeichnet, und folglich in dem ganzen Intervall von b positiv ist, so 


lin > Aa BR 


| v—u\ IR 
wird o( 5 ) ein Minimum von (b) sein, und zwar das einzige. 
Dieses Minimum wird demnach 


oo 


mE 
2 d MN u 
a) +&-4)=-| mE, [re 
En x ee 


0 
Wenden wir das oA RERS auf unseren Fall an, in welchem u = 1, 
v = 2 zu setzen ist, so ergibt sich, daß das Integral B nur dann 
einen endlichen, und zwar positiven Wert besitzt, wenn b ein positiver 
echter Bruch ist; ferner das B = ọ(b) — (1 — b) ist und für 
b — 4 ein Minimum 


j -5 dg d 
13 Dy a ae Aa E AE NL 
Aa rn 
C% 
0 
erreicht. 
4. 


Es sollen jetzt die hauptsächlichsten Beweise angegeben werden, 
welche bisher für den Wert des Integrals B aufgestellt sind; in- 
dessen wird es genügen, kurz den Gang derselben anzudeuten, und 
nur da, wo eine strengere Begründung nötig scheint, näher ins Detail 
zu gehen. 

Da schon in Art. 2 gezeigt ist, daß sich der Wert des Integrals 
B(m +r, n— r), von welchem B nur ein spezieller Fall ist, aus der 
unbestimmten Integration ergeben muß, wenn r ein echter rationaler 
Bruch ist, so ist es am natürlichsten, mit dieser Methode den An- 


Í m 2 
fang zu machen. Nimmt man daher b = 7, ?D, worin m und n 


positive ganze Zahlen sind, und m < n, so kommt es zunächst darauf 
an, in dem Integral 


xd-1dz 2 ar ıda 
(14) TE a 
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die unbestimmte Integration auszuführen, welche bekanntlich die 


Zerlegung der unter dem Integralzeichen stehenden Funktion in 
m 
Partialbrüche erfordert. Setzt man zur Abkürzung 9 — en", worin 


i —= Y—1 ist, so ist 
ar + 1 = (x — 9) (x — 9)... (x — 92- 1) ... (æ — Mr); 


führt man danach die Zerlegung in Partialbrüche mit linearen Nennern 
und die Integration jedes einzelnen Gliedes aus, so findet man 


am—i1 dæ k=n 
15 [ZF = EL gm2k—1) ](92k—1 — g). 
(15) O 2 i ) 
Die Summe rechts kann man auch so schreiben: 
ken g2k—1 N po 
PANT gm @k—1) ( 1) SE DMak-D 
> v k=1 
t gmn __. 1 j 
VOLNA Dre E EO ie IE, ee gm S a Vist, 80 
daß auch 
zmr—ıdz kan g2k—ı 
PERIE ED ATRN oe AOS m (2 k — 1) ARN 
ee "| a" +1 a? O E, 


ist; hierbei ist wohl zu bemerken, daß die Summen in (15) und (16) 
vollkommen gleich, nicht etwa um eine Konstante verschieden sind. 
Setzt man daher in (16) v = œ und in (15) x —= 0, so gibt die 
Differenz das bestimmte Integral B, nämlich 


k=n 
B= > g9m@k—ı) 1(9°*-1) 
17) a h ur x 
id 2 k — 1)9rer-D — —— 
n PAN I sin bn’ 


womit also der Wert von B für rationale b gefunden ist. Durch 
die Umformung von (15) in (16) glaube ich am kürzesten gezeigt 
zu haben, daß die Summe in (15) für x = oo verschwindet, und 
hinsichtlich seiner Strenge scheint dieser Weg denen wenigstens 
nicht nachzustehen, welche in den meisten Lehrbüchern der Integral- 
rechnung befolgt sind. 


2a TOS 23 


5. 


Ein zweiter Beweis ist der folgende, welcher, so viel mir be- 
kannt ist, von Schlömilch gegeben ist. Aus der Gleichung 


welche sich aus der Formel (10) in Art. 3 ergibt, wenn man u = 1, 


v — 2 setzt, erhält man durch Entwicklung von nach Potenzen 


z+l 
von x mit Berücksichtigung des Restes und durch Ausführung der 
Integrationen für B die ngliedrige Reihe 
i 2b 2b 2b 2b 
CA te Aalen. ee 


nebst dem Reste 
2 


(— 1 Gea + zb) gen 
n—b Ar 1» | +1 


Durch ähnliche Betrachtungen, wie die in Art. 3 über die Endlich- 
keit von p(b) angestellten, läßt sich zeigen, daß dieser Rest für un- 
endlich wachsende n gleich Null wird, so daß B der unendlich 
fortgesetzten Reihe (18) gleich zu setzen ist. Nimmt man aber in 
der als bekannt vorausgesetzten Formel 
1 2u 2u 
y wga PA AE O E E aA T RR 

u = br, so findet man unmittelbar für B denselben Wert, wie im 
. vorigen Artikel. 


dz. 


6. 


Ein dritter Beweis (von Cauchy) stützt sich auf einen Satz 
über die sogenannte Umkehrung der Integrationsordnung bei Doppel- 
integralen. Da die hierhergehörigen Betrachtungen sehr feiner Natur 
sind, und sich öfters noch Unklarheiten darüber finden, so möge es 
mir vergönnt sein, hier etwas weiter auszuholen, um ein sicheres 
Fundament für diese Untersuchung zu gewinnen. Dazu ist aber er- 
forderlich, auf die Grundlagen der Theorie der bestimmten Integrale 
zurückzugehen. 

Das bestimmte Integral wird meistens definiert als Differenz 
zweier Werte des unbestimmten Integrals, welche zwei speziellen 
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Werten der Integrationsvariabelen entsprechen; die letztern heißen die 
Grenzen des Integrals. So einfach aber diese Definition scheint, so 
wenig kann sie strengeren Anforderungen Genüge leisten, die immer 
gemacht werden müssen, wenn es sich um die Festlegung einer Basis 
für eine ganze Theorie handelt. Der Hauptgrund für die Verwerfung 
dieser Definition liegt vorzüglich in dem Umstande, daß sie nicht 
unmittelbar auf der eigentlich gegebenen Funktion fußt, sondern als 
Mittelglied noch eine andere Funktion, nämlich das unbestimmte In- 
tegral voraussetzt; und dies ist ein Übelstand in mehrfacher Hin- 
sicht. Einmal ist die Existenz des bestimmten Integrals nicht eher 
evident, als bis die des unbestimmten nachgewiesen ist; gesetzt aber 
auch, daß dies allgemein möglich wäre, so fragt sich andererseits. 
ob nach dieser Definition das bestimmte Integral wirklich ein be- 
stimmtes zu nennen ist, d. h. ob es nur von der gegebenen Funktion 
und den Grenzen abhängt. Es ist schon mehrfach gezeigt, daß dies 
keineswegs der Fall ist, und es sind Fälle bekannt, in welchen diese 
Definition zu Zweideutigkeiten führt, welche auf diesem Wege allein 
gar nicht zu heben sind. Ich hoffe nun zeigen zu können, daß das 
nach dieser Definition aufgefaßte bestimmte Integral in jedem Falle 
vollkommen so unbestimmt ist wie das sogenannte unbestimnte Integral. 

Während nämlich die obige Definition schon zu Zweifeln Anlaß 
gibt, wenn es nicht möglich ist, mit Hilfe- der bekannten Methoden 
das unbestimmte Integral darzustellen, so geschieht dies noch in viel 
höherem Maße, wenn es mehrere, ja unendlich viele Funktionen gibt, 
deren Differential die gegebene Funktion ist. Es läßt sich zwar 
strenge beweisen, daß diese Funktionen nur um sogenannte Konstanten 
voneinander verschieden sein können, und darauf fußt gerade die 
obige Definition, indem sie stillschweigend voraussetzt, daß der kon- 
stante Unterschied solcher Funktionen wirklich für alle Werte der 
Veränderlichen derselbe bleibt. Aber gerade dies ist durchaus nicht 
notwendig; man kann sich hingegen denken, daß diese Konstante 
in verschiedenen endlichen Intervallen der Veränderlichen x ver- 
schiedene Werte besitzt, und doch wird in jedem das Differential- 
verhältnis von f(x) + © dieselbe Funktion f'(x) sein, vorausgesetzt 
daß C seinen Wert nicht stetig mit © verändert, weil dann O nicht 
mehr eine Konstante wäre. Dies leuchtet namentlich geometrisch 
ein, wenn man f(x) als Ordinate einer krummen Linie betrachtet; 
man kann beliebige Stücke dieser Linie parallel der Ordinatenachse 
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verschieben, ohne daß dadurch f'(x) geändert würde. Mit andern Worten, 
das erste Differentialverhältnis einer Funktion gibt nicht den ge- 
ringsten Aufschluß über die Stetigkeit derselben. Solche Unstetigkeiten 
lassen sich auch analytisch darstellen, namentlich mit Hilfe der Fourier- 
schen Integrale, noch einfacher aber mit ganz elementaren Hilfsmitteln. 

Bei der Zweideutigkeit, welche jeder Quadratwurzel hinsichtlich 
ihres Zeichens anhaftet, ist es durchaus erforderlich, durch ein be- 
stimmtes Zeichen immer nur die eine Wurzel zu bezeichnen. So ist 
man auch darin übereingekommen, unter Væ stets die positive Quadrat- 
wurzel aus © zu verstehen. Die Notwendigkeit hiervon leuchtet 
namentlich ein, wenn statt einer Wurzelgröße ein anderer Ausdruck, 
z. B. die binomische Reihe gesetzt wird, welche jedenfalls immer nur 
eine Wurzel ausdrückt. Dies vorausgesetzt, läßt sich leicht ein 
Ausdruck bilden, welcher zwar mit x sich nicht stetig ändert, also 
eine Konstante ist, aber doch in verschiedenen Intervallen verschiedene 


Werte erhält. Ein solcher Ausdruck ist z. B. 0 -Z4 
Y (x — e} 
gleich + O oder — C ist, je nachdem œ größer oder kleiner als c 
genommen wird. Durch Differentiation findet man natürlich 


T — e 2 TEA N 
ea er u F > 
TI E A T E A y Bier 


und folglich ist auch 


tar) te 


= Wollte man daher die obige Definition des bestimmten Integrals zur 
Anwendung bringen, so müßte man aus dem unbestimmten Integral 


, welcher 


Fo)dz = a) +0 EL 
j eF 
das bestimmte Integral 
b 
EREET PA 5 re 
Yb— c” Y(a — 0) 
erhalten; nimmt man hierin æ < c < b, so ist die Summe der beiden 


letzten Glieder gleich 20, so daß das bestimmte Integral noch eine 
völlig willkürliche Konstante enthält. 


| f(@)dz = tb) — f(a)+C 
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Hiermit ist wohl das Ungenügende dieser Definition des un- 
bestimmten Integrais dargetan, und wir wenden uns nun zu einer 
anderen, welche direkt von den gegebenen Größen ausgeht; nach ibr 
ist nämlich das bestimmte Integral als die Summe aller der unendlich 
kleinen Werte des gegebenen Differentials aufzufassen, wenn man der 
Veränderlichen & stetig alle Werte beilegt, welche zwischen den ge- 
gebenen Grenzen des Integrals liegen. Diese Definition läßt wenig- 
stens keine anderen Zweideutigkeiten zu, als solche, welche schon in 
der Natur der gegebenen Funktion liegen. Es läßt sich ferner zeigen, 
daß sie mit der ersteren stets identisch ist, sobald nur das un- 
bestimmte Integral so gewählt ist, daß es innerhalb des. Integrations- 
intervalls keine Unstetigkeit enthält; denn dann ist die Summe, welche 
nach der zweiten Definition das Integral bildet, gerade die Summe 
aller der unendlich kleinen Inkremente, welche das unbestimmte In- 
tegral f(x) erhält, wenn x das Intervall von a bis b stetig durch- 
läuft. Ist aber f(x) an irgend einer Stelle c zwischen a nnd b un- 
stetig, so kann man sich eine stetige Funktion f,(x) substituiert 
denken, deren Differential ebenfalls f'(x)dæ ist. Dann ist das be- 
stimmte Integral — f,(b) — f,(a), und diese Differenz unterscheidet 
sich von f(b)— f(a) nur um den Betrag des Sprunges, welchen f(x) 
an der Stelle x — c macht, und es wird daher 


b 
ff (æde = f(b) — f(a) + lim (f(e —ò) — f(e + 2) 


werden, worin ö und & unendlich kleine, mit (b — a) gleichstimmige 
Größen bedeuten; und statt dieser Gleichung kann man anoh die 
folgende iin; 


ff (z)d& — lim (fr (x) dx +ff (dr). 


c+? 


G 


Die eben angestellten Betrachtungen sind vorzüglich wichtig bei 
solchen bestimmten Integralen, die noch eine andere Veränderliche 
enthalten, also bei Integralen von der Form 


fi, 94a, 
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worin £ eine von x unabhängige Veränderliche bedeutet. Es kann 
nämlich der Fall eintreten, daß das unbestimmte Integral, wenn es 
im allgemeinen auch für alle Werte von x stetig ist, doch diese 
Eigenschaft verliert, wenn man der Veränderlichen é einen bestimmten 
Wert beilegt. Dies ist namentlich dann zu berücksichtigen, wenn 
das bestimmte Integral, als Funktion von é angesehen, einer zweiten 
Integration in bezug auf é unterworfen wird, und zwar zwischen 
Grenzen, innerhalb deren auch der spezielle Wert von & liegt, welcher. 
das in bezug auf x genommene unbestimmte Integral unstetig macht 
Sind «, ß diese Grenzen, c und y die Werte von x und é, für welche 
das Integral in bezug auf x unstetig wird, so muß man zufolge des 
vorigen Fig 


08 


(19) jas fr Hr = im f ag [7C Dr +farfrenae 


setzen; Asii man muß erst die AT in leany Pa x so aus- 
führen, daß sie für alle Werte von é, welche bei der zweiten In- 
tegration in Betracht kommen, gültig bleibt. Ich habe diese Formel 
angeführt, um dadurch der unrichtigen Auffassung eines Satzes zu 
begegnen, der sich auf die Umkehrung der Integrationsordnung bei 
Doppelintegralen bezieht. In einem solchen Doppelintegral kann man 
nämlich die Ordnung vertauschen, also 


ß db G mA 
(20) fag fil Ede = f de f f(x, £) dx 


setzen, wenn f(x,¢) für alle Werte von x und & innerhalb der In- 
tegration endlich und stetig bleibt; wird aber f(x,&) für © = c, 
ei = y unstetig, w en man noch a 


c—®e Bd 


jas ra Dae+ fasfi Ejde =far fi &)dE +fazjie &)dE 


YAMR bezeichnet man "le EN Integrale in RR auf x 
und & bzw. mit F (x, £) und p(x,&) und setzt diese als stetig zwi- 
schen den Grenzen der einzelnen Integrale voraus, so geht die letzte 
Gleichung in 


ß ß 
JTF £) — F (a, E)1a — f [F (e + £, £) — F (c — e, £)] dé 


= = |Ip@ p) — 9la,o)]da + [Inte P)— g(x, a] dx 
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über; und wenn man hierin & Null werden läßt, so erhält man 


ß B 

J [F £) — F (a, E) d£ — lim | [F (e + 8, £) — F (c — s, Ẹ)] d 
(21) @ i; œ 
= [[p(&,B) — p(&,@)] dx 


Diese Formel wird meistens so aufgefaßt, als gäbe das zweite Glied 
auf der linken Seite den Unterschied zwischen den beiden Doppel- 
integralen in (20) an; aus dem im Anfang dieses Artikels Gesagten 
erhellt aber, daß dies nicht richtig ist, indem erst beide Glieder der 
linken zusammengenommen das auf der linken Seite in (20) stehende 
Doppelintegral darstellen. Doch wird hierdurch die Richtigkeit der 
Gleichung (21) nicht beeinträchtigt, und diese ist es gerade, auf 
welche sich der von Cauchy gegebene Beweis stützt. Nimmt man 
nämlich 
fd if (æ + &) 

an, worin å = Y— 1 und f() = Bun ist, so wird 


F(x) = if(x +i) und g(x,$) = f(x + éi) 
und die Gleichung (21) geht in die folgende über: 


ifyo +89 — fa + tma 
En TEN ROT 


b 
= [Ile + bi) — fa+an)]de. 


Führt man in dem zweiten Gliede links eine neue Variabele y durch 
die Gleichung é = y + en ein, worin der Annahme nach  <py<ß 
ist, und setzt 

EL A 
(23) ara 
so findet man leicht 


ß 
(24) lim [fe -+e +) — f(e — e + Eidg = 2xiF (e + yi). 
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8. 


Aus den eben entwickelten Formeln hat nun Cauchy den Wert 
des Integrals B abgeleitet, aber auf eine Weise, welche in einzelnen 
Punkten einer strengeren Begründung sehr bedürftig erscheint. Sie 
besteht in folgendem: Wenn die Funktion f(z) so beschaffen ist, daß 
für jeden Wert von £ f(Ł œ + éi) = 0 und für jeden Wert von 
x f(x +6) = 0 ist, so folgt aus den Gleichungen (22), (23) und 
(24), wenn man œ = 0, B= œ, 4a = — œ, b = œ setzt, 


(25) fjæ)dz = 2xiF (c + yi), 


worin nun y zufolge der Bedingung œ < y < ß notwendig positiv 

; ; __ Ge) 
sein muß. Setzt man jetzt f(z) = a | 
O und 2 liegende Zahl ist (unmotiviert), so sind die Bedingungen 
f(+ œ + i) = 0 und f(x + œt) = 0 erfüllt; die Werte von x 
und é, welche f(x + &%) unendlich machen, sind c = 0, y = 1; es 
ist daher 


, worin u eine zwischen 


B TER T Aaa S 1 
F(z) = ee, Fer er ez 
und folglich 
+ oo 
(26) (SFT is 


Fan | 


. Zerlegt man dies Integral in zwei andere, deren Grenzen o, © und 
— œo, o sind, und setzt in dem zweiten (— x) statt x, so findet man 


oo 


= x 0% 
aati GFC 
0 


T x 


2 cos (u—1)Ș 2 sinu 


und hierin braucht man bloß œ statt væ, und u —=2b (wo b 
zwischen 0 und 1 liegt, wenn 0 < u < 2 ist) zu setzen, um die 
Gleichung (17) wieder zu erhalten. 

Hierin scheint mir namentlich die Ableitung der Gleichung (25) 
nicht ganz streng zu sein; denn wenn auch die Bedingungen 
to + £i) = 0, f(x + œi) = 0 für jedes zwischen 0 und 2 
liegende u erfüllt sind (eigentlich ist dazu nur erforderlich, daß 
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N a ae ZZ 


A a IE ee een 


nta Ta ae 1 en Arne 


EB A 


u < 3 ist, so daß u auch negativ sein kann), so ist doch bekannt, 
daß das Verschwinden der Funktion unter dem Integralzeichen das 
des Integrals nicht immer zur Folge hat, namentlich dann, wenn die 
eine Grenze unendlich groß ist. Ich will daher versuchen, durch die 
folgende Darstellung diese Zweifel zu heben und zugleich zu beweisen, 
daß u zwischen den Grenzen 0 und 2 liegen muß. 

Setzt man in der Gleichung (22) œ =-0, b = B = — a = k, 
so geht sie mit Berücksichtigung der Gleichung (24) in folgende über 


k 
i f [F(E + Ei) — f(— k + gidé — 2aiF (c + yi) 


+k +k 
= | f(x + ki)de — | f(x)dx, 
—k >k 


und wenn man in dem ersten Integral &= kn, im zweiten x = ky 
setzt: j 


fra +) Ma mo)lkin— 2mirle + yi) 


+1 +k 
= | f{ky +H)kay —|F(a)dz. 
—1 —k 


Wenn nun bei unendlichem Wachsen von k die Funktionen unter 
den Integralzeichen verschwinden, und zwar für jeden Wert der 
Variabelen, so werden die Integrale selbst gleich Null. Nun ist für 


unseren Fall en 
NN A ua a a 
kf (kA + ni) = (— en! bell F nif Fi 
und ähnlich die anderen Funktionen; damit diese Ausdrücke bei dem 
unendlichen Wachsen von % verschwinden, ist erforderlich, daß u < 2 
sei, wodurch aber nicht ausgeschlossen ist, daß u auch negativ sein 
kann. Jedenfalls erhält man unter dieser Annahme die Gleichung (25). 
Aus dem Gange des Beweises im vorigen Artikel leuchtet aber ein, 
daß, wenn es mehrere Paare von Werten, wie c und y gibt, für welche 
/(x,&) unendlich wird, in Gleichung (25) die Summe der ihnen ent- 
sprechenden Ausdrücke zu nehmen ist (nur mit der Bemerkung, daß, ` 
wenn y = « ist, in Gleichung (24) xiF (c + yi) statt 2miF(c-+ yi) 
gesetzt werden muß). In unserem Falle ist aber f(x, £) = if (x + £i) 
und nach der obigen Spezialisierung von f(z): 
en u na u— 2 
f@) = (-- i)e: He 


Dedekind, Gesammelte Werke, I. 2 
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und hierin sind die komplexen Werte von z aufzusuchen, welche 
diese Funktion unendlich machen; die ersten erhält man aus der 
Gleichung zz + 1 = 0, woraus die beiden Systeme (c = 0, y = 1) 
und (e=0, y = — 1) folgen, deren erstes oben schon behandelt 
ist; das zweite muß aber ausgeschlossen werden, weil dies y der 
Bedingung & < y < ß nicht entspricht. Wenn aber, wie eben ge- 
zeigt ist, u < 2 sein muß, so ist auch (c = 0, y = 0) ein solches 
System, und wir hätten demnach noch die Korrektion iF (0) an- 
zubringen, worin F (z) = (z — c—yi)f(z), also in diesem Falle 
LEI HERE 
F(z) = (— 3)? wa 

ist; für z — 0 wird F(z) nun entweder unendlich groß oder Null, 
je nachdem u negativ oder positiv ist. Soll daher der Wert des 
Integrals in (25) endlich sein, so müssen wir das letztere annehmen, 
und dann ist in (26) eine Korrektion nicht mehr hinzuzufügen, da 
F(0) = 0 wird. Durch diese Betrachtung ist daher die Gültigkeit 
der Gleichung (26), aus welcher unmittelbar der Wert des Integrals B 
folgt, auf die Bedingung 0< u < 2 oder 0 <b < 1 beschränkt. 


9. 


Ein von den bisher angeführten wesentlich verschiedener Beweis 
ist endlich noch in der Abhandlung „Disquisitiones generales circa 
seriem infinitam etc. Auctore C. F. Gauss“ enthalten. Die ganze 
Anlage derselben macht es aber unmöglich, diesen Beweis hier dar- 
zustellen, indem die Grundlagen, auf welche er sich stützt, mit einem 
Schlage eine vollständige Theorie der Eulerschen Integrale ergeben, 
deshalb aber auch zu bedeutend sind, um hier bloß zu diesem ein- 
zigen Zwecke entwickelt zu werden. 


Zu diesen will ich nun noch einen, so viel mir bekannt ist, 
neuen Beweis hinzufügen, der eben nicht viel Zurüstungen erfordert 
und sich stets in dem Gebiete der Integralrechnung hält, wenn auch 
die Methode nicht eben neu ist, die darauf hinaus läuft, die Auf- 
gabe auf die Integration einer Differentialgleichung zweiter Ordnung 
zurückzuführen. Setzt man in der Gleichung 

BB - FF =| dg [Ea 
y+rl 
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y = Z, dy = i; kehrt dann die Integrationsordnung um, und 


führt die Integration in bezug auf x aus, so findet man leicht 


ale d ide 
(27) BB = |"— = | ns 


o o 


Durch unbestimmte Integration in bezug auf b erhält man daher 


oo 


Ber 
[#84 er IE ser 
z—| 


o 


worin das Integral rechts sich bloß durch die Form des’ Nenners von 
dem Integral B unterscheidet; und es ist leicht vorauszusehen, daß 
man das Integral B wiedererhält, wenn man das eben gewonnene 
derselben Behandlung unterwirft. In der Tat findet man 


oo oo 


i iie dz f (zy: 
B| BBa = (f aT 


o 


und wenn man y = —, dy = = setzt, dann zufolge Art. 6 und 7 


das in bezug auf z genommene Integral in zwei Integrale zerlegt, 
deren Grenzen 0, 1 — ô und 1 + s, œ sind, die Integrationsordnung 
umkehrt, und die Integration in bezug auf z ausführt, so erhält man 


oo 
„d—1lx 


B | BBab =] 
x 


> 


Hierin ist nun zwar lim (2) unbestimmt, jedenfalls aber unabhängig 


von x und b, und mag mit k bezeichnet werden. Dann gibt die 
letzte Gleichung 


B| BBab MB Br bp 


oder, wenn man bedenkt, daß in dem Integral links doch schon eine 
willkürliche Konstante enthalten ist, 


(28) B | BBdb = +>, 


www.rcin.org:pl 


A, . ; Yale 


woraus man durch Division mit B und Differentiation in bezug auf 
b die Differentialgleichung zweiter Ordnung 


1 ddB TAa BN 
B d : BB (a8) 

erhält, welche die Eigentümlichkeit besitzt, daß die unabhängige 
Variabele 5 nicht vorkommt, und sich deshalb bekanntlich auf eine 
Differentialgleichung erster Ordnung zurückführen läßt, wenn man 
das erste Differentialverhältnis als neue Variabele einführt. Be- 
zeichnen wir dieses mit B', so ist 


MB ee HERR > BB S 
KT 1 ale N: A E E D, 

und führen wir diese Transformationen in die obige Differential- 

gleichung ein, so geht diese in 


BB= 


BädB BB 
DEF DNB 
oder in h ) 
BBä(B'B') — B'B'd(BB B'B' 
ai I ; er an BB 


über, deren Integral 


B'B' 1 /dB\? 
ea LE FB ce +z (ap) 


ist. Zu der Bestimmung der Konstanten ist nun die Kenntnis zweier 


Eigenschaften des Integrals erforderlich; diese nehmen wir aus Art. 3, 
wo gezeigt ist, das B für b= į ein Minimum = erreicht; da 


_ gleichzeitig Eu = 0 wird, so ergibt sich unmittelbar cc = aa. 


Man erhält dann weiter 


1 
ne, Mid 
h di dB EEY A ARA 
nn p C EET (1-2 
BB 
folglich durch Integration 
1 m 7 
+ (b + c) = z are cos g> B = osb F oa 
Da B für b — 4 den Wert x erhält, so muß 
cos (4 + c) = — sin cn = 1, cos cx = 0 
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sein; folglich ist 
cos(b + c) = cos bx cos cn — sin br sin cn = sin bx, 


x 
AE N findet. 


10. 


Weil der im vorigen Artikel gegebene Beweis den Anforderungen 
der größten Strenge doch noch nicht Genüge leistet, namentlich in- 


wodurch man wieder B = m 


b—ı 
sofern das Integral | — Er 


darin eine Rolle spielt, so ist es wohl 


nicht unangemessen, hier eine solche Modifikation noch folgen zu 
lassen, in welcher die unbestimmte Integration in bezug auf b ganz 
vermieden wird. Da die Gleichung (28) sich auch so schreiben läßt 
dl B 
IE; = Tr, 
so läßt sich vermuten, daß eine Entwicklung des rechts stehenden 
Ausdrucks ebenfalls zum Ziele führt. Da B=T(b)T(1—b) ist, 


so reicht es hin, ein Integral für ne zu finden, was sich be- 


kanntlich auf folgendem Wege erreichen läßt. Aus der Definition 
von T'(u) folgt 


oC 


are) = | zr-re-2dale. 
du 


0 
Setzt man hierin für læ das Integral 


oo 


} A OTA — e7?° 
lg =|= ain, 
0 
1 


welches sich aus dem Integral | y= idy. == = durch Integration in 


i 0 

bezug auf x zwischen den Grenzen 1 und &, und durch Substitution 
von e~? für y ergibt, so findet man durch Umkehrung der Integrations- 
ordnung und mit Hilfe von Gleichung (3) sehr leicht 


| ra [ee 


0 


a N a 


Setzt man hierin b und (1 — b) für u, so ergibt sich 


„|? (erya rm) 


0 


A 1 
und wenn man hierin z = x —1 oder z = ne: 1 setzt: 


also auch 


(29) 2. — 


indem ja zufolge Art. 3 B fürdb=3+5' und b = }į— b' dieselben 
Werte erhält; durch Differentiation dieser Gleichung in bezug auf b 
erhält man wieder die im vorigen Artikel behandelte Differential- 
gleichung. 


11. 


| Nachdem durch die angegebenen Beweise die Richtigkeit der 
Gleichung 
arm dg x 
BMR + z+1 sinr 


0 


worin r einen positiven echten Bruch bezeichnet, außer Zweifel ge- 
setzt ist, ergibt sich unmittelbar aus Art. 2, daß die Eulerschen 
Integrale der ersten Art, deren beide Argumente eine ganze positive 
Zahl zur Summe haben, sich wirklich darstellen lassen; man findet 


B(m +r,n—r) 


(80) 1 _m+r— 1). (+r: (n—1—r) 8—0 —r)_ = _ 
IT TÜRE DREH P T sin ra 
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Man kann hiervon auch noch einen wichtigen Rückschluß auf die 
Eulerschen Integrale der ersten Art machen; setzt man nämlich 
m == 0, n = 1, r = 3, so findet man 


ar Ne N N 
(31) r(5)=|e n=:[e de — Yr 
0 0 
und folglich nach Gleichung (4): 
1 ie ie 
(32) Pr+z)=@n—V)@n—3...5.3.148. 


12. 


Nachdem in Artt. 2 und 11 die Fälle zusammengestellt sind, in 
welchen die Eulerschen Integrale beider Arten ohne Hilfe neuer 
Funktionen dargestellt werden können, will ich zum Schluß noch 
einmal zu dem Integral B zurückkehren, um noch einige Beziehungen 
desselben zu anderen Integralen zu entwickeln. Unter den ver- 
schiedenen Formen, in welchen es auftritt, sind die beiden folgenden 


w|N 


+ oo 
e@d— nz 4 e-@b— nz | N I: 
Irene und 2 (tg g) do er 


— oo n 


(tg p} ->è do 


ganz interessant; wichtiger sind aber die Verallgemeinerungen des- 
selben durch Einführung neuer Konstanten. Dahin gehört das Integral 
Cæ dr. e 
(83) ee 
0 
worin ¢ positiv sein muß; doch läßt sich nachträglich beweisen, daß 
c auch imaginär sein darf; multipliziert man nämlich Zähler und 


| b—1 
Nenner der Funktion en mit (x F i), so zerfällt das entsprechende 


Integral in zwei andere, welche sich durch die Substitution xx == 
auf das Integral B reduzieren lassen, und so findet man die Gültig- 
keit der Gleichung (33) für imaginäre c. Durch Differentiation und 
Integration in bezug auf c kann man dann wieder eine Reihe von 
anderen Integralen ableiten. 
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Sind c}, Cz, ..., Cn voneinander verschiedene positive oder imaginäre 


Konstanten, ferner 0 <b <n und 
f(&) = (x + e(t + 6) -. - (+%), f@) = 


so findet man auch 


ae Dir, k=n „di 
(34) E RT. hl 


f) sinn) 


indem man Te in Partialbrüche zerlegt, worin ß die größte in b 
enthaltene ganze Zahl bedeutet. 

Ein Vorzug des in Art. 10 gegebenen Beweises besteht auch 
noch darin, daß er unmittelbar eine verwandte Klasse von Integralen 
bestimmen lehrt. Aus den Gleichungen (27) und (29) folgt nämlich 
unmittelbar 


= — = y cotbr, 
0 
folglich auch 
(35) Ea a = n (cotan — cot br), 
0 


und hieraus ergiebt sich auch das in Art. 3 mit (b) bezeichnete - 
Integral 


nu b u +b 
1 2 ER v 
| v zd-ıdz — -[® % dg 
L si V l— g & 
0 0 
sin ahad sin ÉZ 
MaE, v 22 
Di ETOF e 9,68 (u + 2b)x 
v v 
und das Minimum desselben 
oo M „au: 
[z er. Mali. eh i 
a AT 
er 
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Die meisten der hierher gehörigen Integrale finden sich in der 
im Auftrage des preußischen Ministeriums von Minding heraus- 
gegebenen „Sammlung von Integraltafeln“ (Berlin 1849), im Anfang 
der vierten Abteilung. Vielleicht ist hier der Ort, um einige Fehler, 
welche sich daselbst finden, anzuzeigen und zu verbessern. Durch 


Zerlegung von mern in Partialbrüche und Anwendung der 


Formeln dieses Artikels findet man leicht 
f æ“ — 1 x Coe) 


de sin an i 


und diese Gleichung gilt für positive und negative echt gebrochene a, 
wovon man sich leicht überzeugt, wenn man - und - statt x und c 


schreibt. Differentiiert man in bezug auf a und setzt dann a = 0, 
so: erhält man eine Reihe von Integralen, welche in jenen Tafeln 
unrichtig angegeben sind. Um die lästigen Differentiationen mög- 
lichst zu erleichtern, kann man folgenden Kunstgriff anwenden. 
Setzt man 


le c#1 æ’ — l ct — cosan _ a ASE- 
aT x loe emi sin an ee ra 


0 


so erhält man für a = 0 


iite T T = ’ 
ee Ki 


0 


Man findet aber leicht 


J n” sin (a+5)= + njan ain(a -+ Lo "ja Fere 


EE A ATE R T T 


_ dr(J sin ar) 


1 ET o (lo) — ar cos(a +5) 
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und für æ — 0 erhält man Rekursionsformeln für die Jọ mit ge- 
raden und die mit ungeraden Indizes. So findet man 


(ee... _ (of + ma 
J@-)@+9 2C+N' 
= lc(do) + z7) 
(—1))(e+0o) -~ 3+1) ’ 
f (læ dx (de)? + am)’ 
I(E E T Mann, 
i (le de  _ Led? + za) (8 lo’ +Tax) 
| EER a In BR 
i ade _ (de? + amd? + 3an) 
(DEE): 6(c+ 1) 


während in jenen Tafeln statt der Divisoren 2, 3, 4, 5, 6 die Di- 
visoren 1-2, 1:2:3, 1-2-3-4, 172.3.4.5, 1-2-3-4.5-6 an- 
gegeben sind. 
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